
Cauchy-Goursat 定理

定理 1. 设 Ω 是 C 中的区域，∆ 是 Ω 中的闭三角形区域，γ = ∂∆，f ∈ H(Ω)，则∫
γ

f(z) dz = 0.

证明. 设 J =

∫
γ

f(z) dz，则 |J | ⩾ 0.把∆用三条中位线分成四个小三角形∆(1), ∆(2), ∆(3), ∆(4).

记 γ(i) = ∂∆(i)，则

J =
4∑

i=1

∫
γ(i)

f(z) dz.

于是

0 ⩽ |J | ⩽
4∑

i=1

∣∣∣∣∫
γ(i)

f(z) dz
∣∣∣∣ .

至少有一个 ∆(i) 满足 ∣∣∣∣∫
γ(i)

f(z) dz
∣∣∣∣ ⩾ 1

4
J.

记之为 ∆1，并设 γ1 = ∂∆1. 对 ∆1 进行类似的操作，得紧集套

∆ ⊇ ∆1 ⊇ ∆2 ⊇ · · · .

设 ∆ 的周长为 L，最长边为 d，则 ∆n 的周长为
L

2n
，最长边为

d

2n
. 且∣∣∣∣∫

γn

f(z) dz
∣∣∣∣ ⩾ |J |

4n
.

由紧集套定理，存在 z0 ∈
⋂
i⩾1

∆i. 又 f ∈ H(Ω)，故 f ′(z0) 存在. 即对任意 ε > 0，存在 δ > 0

使得对任意 z ∈ B(z0, δ) 都有

|f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)| < ε|z − z0|.

取充分大的 n，使 ∆n ⊆ B(z0, δ). 对于 z ∈ ∆n，由几何关系有

|z − z0| ⩽
d

2n
.

注意到 ∫
γn

dz =

∫
γn

z dz = 0,

1
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于是 ∣∣∣∣∫
γn

f(z) dz
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

γn

[f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)] dz
∣∣∣∣

⩽
∫
γn

|f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)|| dz|

<

∫
γn

ε
d

2n
| dz|

= ε
L

2n
d

2n

=
εdL

4n
.

则 0 < |J | ⩽ εdL. 令 ε 趋于 0，有 |J | = 0，故

J =

∫
γ

f(z) dz = 0.

推论 1. 设 Ω 是 C 中的区域，Σ 是 Ω 中的闭多边形区域，γ = ∂Σ，f ∈ H(Ω)，则∫
γ

f(z) dz = 0.

定理 2. 设 Ω ⊆ C 是凸区域，γ 是 Ω 中分段 C1 的闭道路，f ∈ H(Ω)，则∫
γ

f(z) dz = 0.

证明. 任取 a，对于 z ∈ Ω，记 [a, z] 是从 a 到 z 的直线段，则 [a.z] ⊂ Ω. 由于 f 连续，则

对任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得任意 ζ ∈ B(z0, δ) ∩Ω 有

|f(ζ)− f(z0)| < ε.

定义

F (z) =

∫
[a,z]

f(ζ) dζ,

则由定理1有
F (z)− F (z0) =

(∫
[a,z]

−
∫
[a,z0]

)
f(ζ) dζ =

∫
[z0,z]

f(ζ) dζ.

而由 Newton-Leibnitz 公式有

f(z0) =
1

z − z0

∫
[z0,z]

f(z0) dζ,
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故 ∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0
− f(z0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

z − z0

∫
[z0,z]

f(ζ) dζ − 1

z − z0

∫
[z0,z]

f(z0) dζ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ 1

z − z0

∫
[z0,z]

[f(ζ)− f(z0)]

∣∣∣∣
<

(z − z0)ε

z − z0
= ε.

于是 F ′(z) = f(z)，因为 γ 是闭曲线，所以起点和终点相同，即 γ(a) = γ(b). 由 Newton-
Leibnitz 公式有 ∫

γ

f(z) dz = F (γ(a))− F (γ(b)) = 0.

定义 1 (单连通). 对于 Ω ⊆ C，若 Ω 中的简单闭曲线 γ 的内部区域 Int(γ) 都是 Ω 的子集，

则称 Ω 是单连通的.

定理 3. 设 Ω ⊆ C 是单连通区域，γ 是 Ω 中的分段线性闭曲线，f ∈ H(Ω)，则∫
γ

f(z) dz = 0.

证明. 把 γ 的图像视为一些多边形 Σ1, Σ2, · · · , Σn 的边界，每个多边形 Σ ⊆ Ω，则由推论1得∫
γ

f(z) dz =
n∑

i=1

∫
∂Σi

f(z) dz = 0.

引理 1. 设 Ω ⊆ C 是单连通区域，γ : [α, β] → Ω 是 Ω 中分段 C1 的曲线，f ∈ H(Ω)，则对

任意 ε > 0，存在分段线性曲线 γ̃ : [α, β] → Ω 使得 γ̃(α) = γ(α)，γ̃(β) = γ(β) 且∣∣∣∣∫
γ̃

f(z) dz −
∫
γ

f(z) dz
∣∣∣∣ < ε.

定理 4. 设 Ω ⊆ C 是单连通区域，γ 是 Ω 中分段 C1 的闭曲线，f ∈ H(Ω)，则∫
γ

f(z) dz = 0.

证明. 由定理3及引理1立即可得.

定义 2 (同伦). 设区域 Ω ⊆ C，γ0, γ1 : [0, 1] → Ω 是两条闭曲线，若存在连续函数 F :

[0, 1]× [0, 1] → Ω 满足

F (t, 0) = γ0(t),

F (t, 1) = γ1(t),

F (0, s) = F (1, s),

则称 γ0 和 γ1 是同伦的，记为 γ0 ∼ γ1.
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注. 事实上，同伦是等价关系.

定义 3 (零伦). 设区域 Ω ⊆ C，对于 z0 ∈ Ω，称 γ0 : [0, 1] → Ω, t 7→ z0 为 z0 的常值道路.
若 γ1 同伦于 z0 的常值道路，则称 γ1 是零伦的.

定义 4 (单连通). 若 Ω 中任一闭曲线都是零伦的，则称 Ω 是单连通 的.

注. 可以证明，这里的定义与前面定义的单连通等价.

定理 5. 设区域 Ω ⊆ C，γ0, γ1 是 Ω 中同伦的分段 C1 闭曲线，f ∈ H(Ω)，则∫
γ0

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz.

特别地，若 γ 是零伦的，则 ∫
γ

f(z) dz = 0.

证明. 记 Γ = Im(F )，d0 = dist(Γ, ∂Ω). 因为 [0, 1]2 是紧集，所以 F 在 [0, 1]2 上一致连续.
所以存在 δ > 0 使得当 max {|t′′ − t′|, |s′′ − s′|} < δ 时，

|F (t′′, s′′)− F (t′, s′)| < d0.

取 n ∈ N满足 n > 1/δ，把 [0, 1]2 等分为 n2 个小正方形.记 Pi,j = F (
i

n
,
j

n
), i, j = 0, 1, · · · , n.

注意到

|Pi+a,j+b − Pij| < d0, a, b ∈ {0, 1},

于是

□ij := Pi,jPi+1,jPi,j+1Pi+1,j+1 ⊆ B(Pi,j, d0) ⊂ Ω.

其中 □ij 是凸区域. 由定理2，有 ∫
□ij

f(z) dz = 0.

对 j = 0, 1, · · · , n− 1，有

n−1∑
i=0

∫
[Pi,j ,Pi+1,j ]

f(z) dz =
n−1∑
i=0

∫
[Pi,j+1,Pi+1,j+1]

f(z) dz.

从而
n−1∑
i=0

∫
[Pi,0,Pi+1,0]

f(z) dz =
n−1∑
i=0

∫
[Pi,n,Pi+1,n]

f(z) dz.

设 [Pi,0, Pi+1,0] 对应的曲线段为

γ0,i :

[
i

n
,
i+ 1

n

]
→ Ω.
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对于 t ∈
[
i

n
,
i+ 1

n

]
，有 γ0,i(t) = F (t, 0)，于是

max
{∣∣∣∣t− i

n

∣∣∣∣ , |0− 0|
}

=

∣∣∣∣t− i

n

∣∣∣∣ < 1

n
< δ.

所以 |γ0,i(t)− Pi,0| < d0，有 Im(γ0,i) ⊆ B(Pi,0, d0)，再由定理2，有∫
[Pi,0,Pi+1,0]

f(z) dz =

∫
γ0,i

f(z) dz.

于是 ∫
γ0

f(z) dz =
n−1∑
i=0

∫
γ0,if(z) dz =

n−1∑
i=0

∫
[Pi,0,Pi+1,0]

f(z) dz =
n−1∑
i=0

∫
[Pi,n,Pi+1,n]

f(z) dz

=
n−1∑
i=0

∫
γ1,if(z) dz

=

∫
γ1

f(z) dz.

推论 2. 设区域 Ω ⊆ C，f ∈ H(Ω). 设 γ0, γ1 : [0, 1] → Ω 是分段 C1 曲线，若 γ0(0) = γ1(0)，

γ0(1) = γ1(1) 且存在连续函数 F : [0, 1]× [0, 1] → Ω 满足

F (t, 0) = γ0,

F (t, 1) = γ1,

F (0, s) = γ0(0) = γ1(0),

F (1, s) = γ0(1) = γ1(1),

则有 ∫
γ0

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz.

证明. 定义

γ(t) =


γ0(2t), 0 ⩽ t ⩽ 1

2
,

γ1(2− 2t),
1

2
⩽ t ⩽ 1.

则可以证明 γ 是零伦的，于是

0 =

∫
γ

f(z) dz =

(∫
γ0

f(z)−
∫
γ1

)
f(z) dz.

故 ∫
γ0

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz.
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定理 6. 设 Ω 是 C 中的有界区域，γ = ∂Ω 由有限多条可求长简单闭曲线组成，f : Ω → C
连续，且 f |Ω ∈ H(Ω)，则 ∫

γ

f(z) dz = 0.


